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摘要    通过对非理想 Berkovich 压头压入弹塑性固体的加、卸载曲线所进行的
近似解析分析和数值分析表明, 在材料杨氏模量与压入参数间存在新的近似函
数关系, 该关系把名义硬度和综合杨氏模量的比值与卸载功和压入总功的比值
联系起来. 其中名义硬度 Hn被定义为最大压入载荷 Pm除以压头对应于最大压入
深度 hm时的横截面积 A(hm), 即 Hn = Pm/A(hm). 结果材料杨氏模量的识别可以通
过仅仅测定压头的最大压入载荷、最大压入深度以及压入功来实现, 而不必利用
初始卸载斜率和投影接触面积. 因此将该方法称为“纯能量方法”. 经 5 种材料杨
氏模量的纳米压入识别实验证明, “纯能量方法”较现有方法具有较高的识别精度.  





以确定, 而且材料的诸多基本力学性能参数也可能被识别[1~5]. 其中, 杨氏模量
的识别因其基础性质而备受人们的关注, 成为研究的热点问题.  
与标准单轴拉伸测量不同, 由于涉及复杂的非线性, 杨氏模量的压入识别只
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能是间接的和近似的. 因此, 识别精度很大程度上取决于人们所建立的杨氏模量








=  (1) 
式中, Su为初始卸载斜率; Er为综合杨氏模量, 其与被压材料杨氏模量 E、Possion
比n 以及压头相应参量(Ei, ni)间的关系为: 1/Er = (1 - n 2)/E + (1 - ni2)/Ei ; b 为与
压头形状有关的常数, 对于 Berkovich 压头, b = 1.034, 对于球压头, b = 1; A为压
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式中, H 是材料硬度, 被定义为最大压入载荷 Pm除以投影接触面积 A , 即 H = 
Pm/A; We和 W分别为卸载功和压入总功, 正如图 1所示, 它们在数值上分别等于

















积 A. 正是由于这一特点, 使得上述
















我们将针对非理想 Berkovich 压头情况(含理想 Berkovich 压头情况)展开研
究. 通过对锥压入问题所进行的近似解析分析和数值分析表明, 在杨氏模量与压
入参数间存在新的近似函数关系, 该关系把名义硬度和综合杨氏模量的比值与
卸载功和压入总功的比值联系起来. 其中名义硬度 Hn被定义为最大压入载荷 Pm
除以压头对应于最大压入深度 hm时的横截面积 A(hm), 即 Hn = Pm/A(hm). 结果材
料杨氏模量的识别可以通过仅仅测定压头的最大压入载荷、最大压入深度以及压
入功来实现, 而不必利用初始卸载斜率和投影接触面积. 由于上述特点, 我们称
本文建立的方法为“纯能量方法”.  
1  压入分析 
1.1  非理想 Berkovich压头的简化模型 
在纳米压入实验中, Berkovich 压头获得广泛应用. 与传统Vickers压头相比, 
Berkovich 压头的优点在于可以避免压头尖端出现横刃, 但由于加工、磨损等因
素导致 Berkovich 压头尖端钝化依然不可避免. 研究表明, 就纳米压入加、卸载
曲线而言, 尖端钝化的 Berkovich 压头可以用尖端为球帽的圆锥压头来近似[11]. 
因此, 考虑简单, 本文只就材料在尖端为球帽钝化的圆锥压头作用下的压入响应
展开分析. 图 2 表示了与该压头有关的几何参数, 其中, q 为圆锥压头的锥半角, 
取值为 70.3°, 以确保在较大压入深度情况下, 圆锥压头与 Berkovich 压头具有相




存在如下关系: h0 = Dh sinq , Dh = 
(1/sinq - 1)R. 显然, 对于确定的q, 







1.2  近似解析分析 
材料杨氏模量与压入响应间的关系可以通过近似解析方法来确定. 考虑到
压头几何, 分以下 3种情况予以讨论. 
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1.2.1  0 ≤  Dh/hm ≤  0.2 
在这种情况下, 压头的相对钝化量较小, 按照 Cheng 等人[12]的分析, 钝压头
压入材料h深时的载荷可以用理想压头压入材料h + Dh深时的载荷来近似, 此时, 
载荷与压入深度间的关系为 
 2( ) ,P C h h= + D  (4) 
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了两种压头在卸载初始时刻的等效关系. 应用 Hertz 关于弹性接触问题的研究结












P E R h h= -  (8) 
式中, hr为锥压头的残余压痕深度; h - hr为锥压头到其完全卸载位置的垂直距离, 
且数值上等于假想球压头压入弹性固体的深度; RV 为假想球压头的半径, 它与









=  (9) 
通过积分(8)式, 卸载功 We可以被确定为 
 m
r






W P h P h h= = -ò  (10) 
令 
 em m r ,h h h= -  (11) 
则(10)式可以被另写为 
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用(7)式除(12)式得 
 em e1 m
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 (13) 
将(9)和(11)式代入(8)式中, 最大压入载荷 Pm, 亦即卸载初始时刻的卸载载荷
mu |h hP = 可以被确定为 
 




P P E a h== =  (14) 
式中, am为最大接触半径, 它与最大接触深度 hcm的关系为 
 m cm( ) tan .a h h q= + D  (15) 



















通过在最大压入深度对(8)式求导数, Su可以被确定, 则上述两式可以被另写为 
 cm m em0.5h h h= -  (18) 
和 
 cm m em1.2 0.8 .h h h= -  (19) 
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在本文的分析中我们使用如下关系: 
 cm m em1.1 0.6 .h h h= -  (20) 
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A h h h











进一步将(13)式代入(21)式中, 最终获得在条件 0 ≤ Dh/hm ≤ 0.2 情况下材料杨
氏模量与压入参数间的近似函数关系为 
 1 m 1 m e m en 2
r m
( / ) tan [1.1 1.5 ( / )( / ) ( / )]( / )
.
7.35(1 / )
f h h f h h W W h h W WH
E h h
qD DD - D + D=
+ D
 (22) 
1.2.2  Dh/hm ≥  1/sinq  
在这种情况下 ,  压头尖端的球帽几何对压入响应起主导作用 .  根据 
Johnson[15]的分析知, 材料在承受球压入时存在两种临界状态: 第 1种为纯弹性状






P E R h=  (23) 
对于完全塑性压入状态, Alcala等人证明载荷 P 与 h(1+0.5n)成正比[16]: 
 (1 0.5 ) ,nP h +µ  (24) 
式中, n为应变硬化指数, 对于绝大多数金属和合金其值在 0至 0.5范围之间. 通
过考察上述两种临界状态并考虑到两种临界状态间的中间情况, 压入深度 h的幂
指数应在1.0~1.5范围里. 本文采用其中间值 1.25, 结果球压入加载曲线可以被近
似表示为 
 1.25 ,P Kh=  (25) 
式中, K 为仅与被压材料的弹塑性和压头材料的弹性特性有关的常数. 通过积分
(25)式, 压入总功 W被确定为 





W P h P h= =ò  (26) 
至于卸载过程, 我们采用与情况(1)类似的分析模型. 结果通过(12)式与(26)
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根据(20)式及关系 h0 = Dh sinq 得 
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令 hcm/h0 = 1及(We/W)1代表与之相应的 We/W值, 那么有 
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 (33) 
最后将(27)式代入(33)式中, 获得在条件Dh/hm ≥ 1/sinq 情况下材料杨氏模量与
压入参数间的近似函数关系为 
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那么(35)式可以另写为 
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由(22), (34)和(41)式可以看出, 对于确定的Dh/hm, Hn/Er仅与 We/W有关. 
1.3  数值分析 
为数值分析材料在球帽钝化圆锥压头作用下的压入响应, 我们假设被压材
料为均匀、各向同性、率无关固体, 且遵循 Von Mises 屈服准则和纯各向同性强
化准则, 同时假设被压材料的单轴应力-应变关系由线弹性与 Hollomon 幂硬化
函数组成, 即 
(41) 
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式中, s 和e 为真应力和真应变, s y和e y = s y/E为屈服应力和屈服应变, n为应变
硬化指数. 结果, 当假设压头为弹性体、压头与被压材料间无摩擦时, 任何压入
响应均可以表示为被压材料的弹、塑性特性(E, n, s y, n)、压头材料的弹性特性(Ei, 
ni)以及压入深度(h或 hm)的函数. 本文将名义硬度Hn和比功We/W当成压入响应, 
那么它们可以分别表示为如下函数:  
 Hn = fH (E, n, s y, n, Ei, ni, Dh, hm), (43) 
 We/W = fW (E, n, s y, n, Ei, ni, Dh, hm). (44) 
参照 Dao 等人的方法[10], 将压头和被压材料的综合弹性效应用一个参量即综合
杨氏模量 Er表示, 则上述两式可以被简化为 
 Hn = fH (s y, n, Er, Dh, hm), (45) 
 We/W = fW (s y, n, Er, Dh, hm). (46) 
应用量纲P定理, (45)和(46)式可以被改写为如下无量纲函数形式:  
 Hn/Er = FH (s y/Er, n, Dh/hm), (47) 
 We/W = FW (s y/Er, n, Dh/hm). (48) 
很明显, 为了研究 Hn/Er与 We/W 间的关系, 需要首先获得(47)和(48)式的显式解. 
为此, 我们应用具有大变形分析能力的商用有限元软件 ABAQUS[17]来模拟计算
锥压入响应. 考虑到在(47)和(48)式中, s y/Er是作为单独一个变量存在的, 因此为
了改变它, 可以保持 Er不变亦即所有弹性特性 Ei, ni, E和n 不变而仅改变s y, 特
别是在计算中可以将压头视为刚性体进而消除压头参数 Ei和ni. 类似的处理方法
也适于改变Dh/hm. 据此, 计算中涉及的有关参数可以被分别设定为: E = 70 GPa, 
n = 0.3, hm = 1 mm, s y = 35~10500 MPa , n = 0~0.45和Dh = 0~12.4336 mm. 此外, 
为便于研究, 选择Dh/hm的 7 个不同比值, 并针对每个比值考察 Hn/Er与 We/W 间
的关系. 这 7个不同比值为 0, 0.2, 0.5, 1.0, 1.5, 3.0和 12.4336, 它们可以被统一表
示为(Dh/hm)j (j = 1, 2, ⋯, 7). 根据计算结果, 当(Dh/hm)3 = 0.5时, 图 4和 5分别给
出了参量 Hn/Er和参量 We/W 在 n 不同取值情况下随参量s y/Er的变化关系. 若将
所有相同s y/Er和 n 所对应的 Hn/Er和 We/W画在同一坐标图中, 则结果如图 6 中
第 3种情况(Dh/hm = 0.5)所示. 显然, 所有数据点几乎位于同一条曲线上, 从而表
明在参量 Hn/Er和参量 We/W间存在近似一一对应关系. 进一步考察Dh/hm的其他
取值情况, 结果可以看到相同的现象. 图 6(a), 6(b)与 6(d)~6(g)分别给出了相应结
果. 若用多项式来拟合参量 Hn/Er与参量 We/W间的近似函数关系, 则对应 7个不
同比值(Dh/hm)j (j = 1, 2, ⋯, 7), 存在 7个函数关系, 它们可以被统一表示为 













  (j=1,2, … ,7), (49) 
式中, Yj为第 j (j = 1, 2, ⋯, 7)个相应于比值(Dh/hm)j的函数关系, aij (i = 1, 2, ⋯, 6, 
j = 1, 2, ⋯, 7)为多项式系数, 其值见表 1. 根据以上分析可以推断, 对于任一比
值Dh/hm, 只要属于范围 0~12.4336内, 相应参量 Hn/Er均可表示为相应参量 We/W
的函数, 即 
 Hn/Er = Y(We/W), (50) 
 
表 1  系数 aij (i = 1, 2, ⋯, 6, j = 1, 2, ⋯, 7)的取值 
j (Dh/hm)j a1j a2j a3j a4j a5j a6j 
1 0 0.18408 -0.24835 0.50721 -0.86118 0.75187 -0.25388 
2 0.2 0.17918 -0.29111 0.76403 -1.44113 1.34464 -0.47996 
3 0.5 0.16352 -0.26383 0.65713 -1.13560 0.96922 -0.31700 
4 1.0 0.12903 -0.21498 0.54428 -0.91821 0.76181 -0.24346 
5 1.5 0.10377 -0.16829 0.39042 -0.60740 0.47293 -0.14430 
6 3.0 0.07009 -0.10262 0.22412 -0.34838 0.27553 -0.08609 
7 12.4336 0.03560 -0.06993 0.19772 -0.34292 0.28861 -0.09316 
 
并且函数Y(We/W)的值可以根据 7个函数值Yj (We/W) (j = 1, 2, ⋯, 7)用插值方法
确定. 
为了比较, 图 6(a)~6(g)还显示了根据近似解析关系式(22), (34)和(41)计算所
得参量Hn/Er与参量We/W间的函数关系. 两种结果接近说明, 本文分别根据近似
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2  杨氏模量的识别方法 
根据上节所揭示的参量Hn/Er与参量We/W间的函数关系, 可以给出材料杨氏
模量的压入识别方法, 即“纯能量方法”, 其步骤如下:  
(ⅰ) 按照 Oliver 与 Pharr[4]提供的方法标定纳米压入仪所使用的 Berkovich 
压头的面积-深度关系, 即面积函数 A(h), 然后按 1.1 节提供的方法确定 R, 进而
确定 
Dh = (1/sinq - 1)R. 
(ⅱ) 利用标定的 Berkovich 压头和纳米压入仪实际测定所研究材料的纳米
压入加、卸载曲线. 
(ⅲ) 通过积分加、卸载曲线分别计算压入总功 W和卸载功 We. 
(ⅳ) 根据最大压入载荷 Pm、最大压入深度 hm以及压头对应于最大压入深度
hm时的横截面积 A(hm)计算名义硬度 Hn: 
Hn = Pm/A(hm). 
(ⅴ) 根据表 1提供的系数 aij (i = 1, 2, ⋯, 6, j = 1, 2, ⋯, 7)分别计算对应于 7
个比值(Dh/hm)j (j = 1, 2, ⋯, 7)的 7个函数值 








 (j = 1, 2, ⋯, 7), 
然后用插值方法确定对应于比值Dh/hm的函数值Y(We/W). 
(ⅵ) 根据关系式(50)确定综合杨氏模量 Er: 
Er = Hn/Y(We/W). 




r i i(1 ) /[1/ (1 ) / ].E E En n= - - -  
3  识别方法的实验验证 
为检验本文所提杨氏模量识别方法的有效性, 分别对 S45C中碳钢、6061铝
合金、钨单晶、铝单晶和非晶 SiO2 5种材料进行纳米压入实验. 试样表面采用颗
粒直径为 0.1 nm的 Al2O3研磨膏抛光. 实验在商用纳米压入仪 Nano Indenter ® IIs 
(Nano Instruments, Inc)上完成. 所用压头为金刚石 Berkovich 压头. 通过采用
Oliver 与 Pharr 提供的压头面积函数标定程序和标定所得面积-深度关系, 该
Berkovich 压头可以等效为尖端具有球半径为 R = 650 nm、半角为q = 70.3°的圆
锥压头, 进而可以确定 Berkovich 压头的绝对钝化量Dh = 40.4 nm. 为说明其合
理性, 将面积-深度关系转化成圆半径-深度关系, 结果如图 7所示. 显然, 实际压
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设定在较宽范围里取值, 其中, 0.3 ~ 
400 mN用于 S45C碳钢和非晶 SiO2, 0.1 
~ 400 mN用于 6061铝合金, 0.5 ~ 400 





显示在图 8(a) ~ 8(e)中. 按照上节提供
的材料杨氏模量识别程序, 并且考虑 5种材料的 Possion比分别为: n = 0.3相应于
S45C中碳钢, n = 0.33相应于 6061铝合金, n = 0.28相应于钨单晶, n = 0.347相应
于铝单晶, n = 0.17相应于非晶 SiO2. 结果 5种材料的杨氏模量可以容易地确定. 
为了与标准值进行比较, 对 S45C 中碳钢和 6061 铝合金做了标准单轴拉伸实验, 
并测得其杨氏模量分别为 200.1和 70.5 GPa. 至于钨单晶、铝单晶和非晶 SiO2, 采
用文献[4]提供的数值, 即409.8, 70.4和72 GPa分别作为其标准值. 进一步计算杨
氏模量的压入识别结果与其标准值之比, 并依此检验杨氏模量的压入识别精度, 
结果如图 9(a)~9(e)中的“纯能量方法”所示. 同样显示在图 9(a)~9(e)中的还有基于
“斜率方法”以及“斜率-能量方法”的结果, 两种方法所使用的常数b 分别为 1.034
和 1.096[10]. 这里需要指出的是, 以前发展的“斜率-能量方法”均针对理想锥压头, 
因此不能直接用于钝化压头情况, 但基于其精神容易将它推广至钝化锥压头情
况. 本文通过数值计算, 确定了在 7个不同压头钝化条件(Dh/hm)j (j = 1, 2, ⋯, 7)
下, H/Er与 We/W间的 7个近似函数关系, 即 








 (j = 1, 2, ⋯, 7), (51) 
 
表 2  系数 bij (i = 1, 2, ⋯, 6, j = 1, 2, ⋯, 7)的取值 
j (Dh/hm)j b1j b2j b3j b4j b5j b6j 
1 0 0.14736 0.15960 -0.23052 0.12656 0.18514 -0.19733 
2 0.2 0.11624 0.43645 -1.75391 3.57297 -3.37199 1.18249 
3 0.5 0.11886 0.28747 -1.02269 1.92793 -1.69970 0.55020 
4 1.0 0.10564 0.05871 -0.13130 0.09605 0.06585 -0.08460 
5 1.5 0.09346 -0.07342 0.47969 -1.13309 1.16492 -0.44249 
6 3.0 0.05628 0.07060 -0.25815 0.45620 -0.37043 0.10768 
7 12.4336 0.02867 0.00698 0.01887 -0.10942 0.15827 -0.07416 
 






式中, fj (j = 1, 2, ⋯, 7)为第 j (j = 1, 2, ⋯, 7)个相应于比值(Dh/hm)j的函数关系, bij 
(i = 1, 2, ⋯, 6, j = 1, 2, ⋯, 7)为多项式系数, 其值见表 2. 据此可以用“斜率-能量
方法”确定任一比值Dh/hm 下的材料杨氏模量. 从图 9(a)~9(e)中的结果可以看出,
应用本文所提材料杨氏模量的压入识别方法——“纯能量方法”对 5种材料的杨氏
模量均能做出好的识别. 相反, 当应用“斜率方法”和“斜率-能量方法”时存在较大
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4  结论 
针对非理想 Berkovich 压头, 本文提出了材料杨氏模量纳米压入识别的新方
法——“纯能量方法”. 该方法仅仅需要测定压头的最大压入载荷、最大压入深度  
以及压入功, 而不必确定初始卸载斜率和投影接触面积. 通过对 5 种材料杨氏模
量的纳米压入识别实验表明, “纯能量方法”较现有方法具有较高的识别精度. 
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